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Explicit a posteriori local error estimation for FEM solutions
Hypercircle法による有限要素解の局所事後誤差評価について
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Abstract
In this paper, based on the Hypercircle method a local a posteriori error estimation
for the finite element solution of Poisson’s equation is proposed. This method can also
be effective for Poisson’s equation which solution does not have H2 regularity. Numerical
results for a square domain and an L-shaped domain are presented.
本論文ではHypercircle法を用いてPoisson方程式の有限要素解に対する局所事後誤差
評価の手法を提案する．当該手法の特徴として，解のH2正則性によらずに関心のある領
域における有限要素解の定量的な局所誤差評価を得ることができる．また、2次元およ
び3次元領域で定義されるPoisson方程式に対して数値実験を行って，提案手法の有効性
を示した．
1 はじめに
本研究では，Poisson方程式の境界値問題に対して，Hypercircle法による有限要素解の局所
事後誤差評価手法を検討する.研究の背景として，半導体の抵抗率測定法を支配する偏微分
方程式について，近似解の局所誤差評価が要求されることが挙げられる．具体的に，抵抗率
測定に使用される4探針法(Fig.1参照)では，測定試料の表面に4本の探針A,B,C,Dを接触さ
せ，探針A,D間に固定電流を流し，探針B,C間の電位差を測定することで抵抗率を測定す
る[16]．このとき，数値手法によって探針周囲での電位（Poisson方程式の境界値問題の解に
対応する）の近似値を求め，近似値の局所誤差を評価することが要求される．
有限要素解の大域的な事後誤差評価については既に多くの研究結果があり，特に近年，
Hypercircle法を用いた有限要素解の誤差の具体的な値または誤差の上界評価(定量的な誤差
評価)を提供する手法が報告される([8, 5, 7, 11, 2]など)．特に，劉-大石の論文[8]では菊地の
事後誤差評価[5]の拡張として事前誤差評価を提案したことがあり，この評価は本研究の提
案手法に重要な役割を果たす．有限要素解の局所的な誤差評価については，誤差の収束オー
ダーなどの定性的な誤差評価([1, 14]など)が考えられたが，定量的な有限要素解の局所誤差
評価は少なかった．
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Figure 1: Four probe method
この論文では，Hypercircle法を利用することで，有限要素解の局所事後誤差評価におけ
る世界初の手法を提案する．提案手法の特徴として，L字型領域などの非凸な領域における
方程式の厳密解がH2正則性を持ってない場合でも，関心のある領域におけるシャープな誤
差評価が可能である．抵抗率測定の場合，提案手法によって非凸形状の測定試料に対して
も，探針周囲での電位の誤差評価が可能となる．論文では，2次元領域と３次元領域の上で
定義されるPoisson方程式の境界値問題に対して数値実験を行い，提案手法の有効性を検討
した．
2 準備
2.1 問題設定
この論文を通じて，特別な説明がない限りΩをR2の有界多角形領域とし，Sobolev空間Hm(Ω)
(m > 0)に関する標準的な記号[10]を用いる． L2(Ω)空間のノルムを‖ · ‖L2(Ω)または‖ · ‖Ωとか
き，記号| · |Hm(Ω), ‖ · ‖Hm(Ω)は，それぞれSobolev空間Hm(Ω)のセミノルム，ノルムを表す．ま
た記号(·, ·)はL2(Ω)または(L2(Ω))2の内積を表す． Sobolev空間W 1,∞(Ω)は，1階までの弱導関
数がΩ上で本質的に有界であるような関数空間である．ベクトル値関数の空間H(div; Ω)を以
下で定義する．
H(div; Ω) := {q ∈ (L2(Ω))2; div q ∈ L2(Ω)}
次に以下のモデル問題を考える．
−∆u = f in Ω, ∂u
∂n
= gN on ΓN , u = gD on ΓD (1)
ここでΓN ,ΓDは，それぞれ互いに素なΩの境界∂Ωの部分集合であり，ΓN ∪ ΓD = ∂Ωを満た
す．また ∂
∂n
は∂Ω上の外向きの単位法線方向微分を表す．上の問題に対する弱形式は以下の
式で与えられる．
Find u ∈ V s.t. (∇u,∇v) = (f, v) + (gN , v)ΓN ∀v ∈ V0 (2)
このとき，試行関数の関数空間Vと試験関数の関数空間V0は，以下で定義される．
V := {v ∈ H1(Ω); v = gD on ΓD}, V0 := {v ∈ H1(Ω); v = 0 on ΓD} (3)
ΓDが空集合となる場合，V0の定義は以下のように変わる．
V0 := {v ∈ H1(Ω);
∫
Ω
vdx = 0} (4)
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また，
(gN , v)ΓN =
∫
ΓN
gNv ds.
関数空間V0に関して以下のPoincare´不等式が成り立つ．
‖φ‖Ω ≤ Cp‖∇φ‖Ω ∀v ∈ V0 (5)
Remark 1. 式(5)を満たす最適な定数Cpは固有値問題，
Find (λ, φ) ∈ R× V0 s.t. (∇φ,∇v) = λ(φ, v) ∀v ∈ V0
の最小固有値λ1に対してCp = 1/
√
λ1で与えられ，特にΩが単位正方形(0, 1)
2かつΓD = ∂Ωの
場合はCp = 1/(
√
2pi)となる．一般的な領域と境界条件の設定の場合， λ1の厳密な上下界は
有限要素法によって得られる([12, 8, 9]など)．文献[9]によると，Crouzeix-Raviart有限要素空
間で定義される離散化固有値問題,
Find (λh, φh) ∈ R× V h0 s.t. (∇φh,∇vh) = λ(φh, vh) ∀vh ∈ V h0
の最小固有値λh,1を用いて，次のλ1の評価式が成り立つ．
λ1 ≥ λh,1
1 + (0.1893h)2λh,1
2.2 有限要素法による近似解の構成
以降では議論を簡明にするためにモデル問題の境界条件に現れるgD, gNを,それぞれ境界上
で区分的な1次関数，定数関数とする．一般のgD, gNの場合には，それぞれの関数近似の誤
差評価が必要となる．
領域Ωの正則な三角形分割によって得られる三角形要素の族をThとする．三角形要
素K ∈ Thに対してKの最長辺の長さをhKで表し，メッシュサイズhを以下で定義する．
h := max
K∈Th
hK
ここで関数空間V, V0に対応する有限要素空間V
h, V h0 (⊂ H1(Ω))を以下で定義する．
V h := {vh :全領域Ωで連続かつ各三角形要素上で区分的な1次関数} ∩ V
V h0 := {vh :全領域Ωで連続かつ各三角形要素上で区分的な1次関数} ∩ V0
このとき(2)の適合有限要素法による定式化は以下で与えられる．
Find uh ∈ V h s.t. (∇uh,∇vh) = (f, vh) + (gN , vh)ΓN ∀vh ∈ V h0 (6)
さらに，以下の有限要素空間を準備する．
(a) 区分定数関数空間Xh:
Xh := {v ∈ L2(Ω) : vは各三角形要素上で定数}
ΓDが空集合となる場合，X
hを以下のように定義する．
Xh := {v ∈ L2(Ω) : vは各三角形要素上で定数,
∫
Ω
vdx = 0 }
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(b) 0次Raviart-Thomas有限要素空間W h:
W h := {ph ∈ H(div; Ω) : ph = (aK + cKx, bK + cKy) in K ∈ Th}
ここでaK, bK , cKは各三角形要素K上の定数である．
上で述べた有限要素空間によって，問題(1)の混合有限要素法による定式化は以下で与え
られる．
Find (ph, µh) ∈ W h ×Xh, ph · n = gN on ΓN s.t. (7)
(ph,qh) + (div qh, µh) + (div ph, ηh) = −(f, ηh) + (gD, (qh · n))ΓD ∀(qh, ηh) ∈ W h ×Xh
ここで，後述の誤差解析に使用される射影作用素pih : L
2(Ω) → Xhを定義する．任意
のf ∈ L2(Ω)に対して，pihf ∈ Xhは
(f − pihf, ηh) = 0 ∀ηh ∈ Xh (8)
を満たし，さらに以下の誤差評価が成り立つ．
‖f − pihf‖Ω ≤ C0h|f |H1(Ω) ∀f ∈ H1(Ω) (9)
ここで三角形分割に依存する定数C0はC0 := maxK∈Th C0(K)/hで定義され，明らかな上
界を持つ．先行研究[3, 4, 6]において，最適なC0(K)の値は，Bessel関数J1の正の最小の
根j1,1 ≈ 3.83171によってC0(K) := hK/j1,1と与えられることが報告されている．
3 有限要素解の大域的な事前誤差評価
この節では，以下の斉次混合境界値問題に対する有限要素解の大域的な事前誤差評価[8](ま
たは[12] の8章，[7]) を紹介する．
−∆φ = f in Ω, ∂φ
∂n
= 0 on ΓN , φ = 0 on ΓD (10)
上の問題に対する弱形式と適合有限要素法による定式化は，以下で与えられる．
Find φ ∈ V0 s.t. (∇φ,∇v) = (f, v) ∀v ∈ V0 (11)
Find φh ∈ V h0 s.t. (∇φh,∇vh) = (f, vh) ∀vh ∈ V h0 (12)
ここで，Galerkin射影作用素Ph : V0 → V h0 を紹介する．任意のv ∈ V0に対して，Phvは以下の
式を満たす．
(∇(v − Phv),∇vh) = 0 ∀vh ∈ V h0 (13)
よって，Phφ = φhとなる．また，安定性に関する以下の評価式が成り立つ．
‖∇Phφ‖Ω ≤ ‖∇φ‖Ω ≤ Cp‖f‖Ω (14)
ここで，Cpは式(5)に現れるPoincare´定数である．また，問題(10)の混合有限要素法による定
式化は以下で与えられる．
Find (p˜h, σh) ∈ W h ×Xh, p˜h · n = 0 on ΓN s.t. (15)
(p˜h,qh) + (div qh, σh) + (div p˜h, τh) = −(f, τh) ∀(qh, τh) ∈ W h ×Xh
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有限要素解の大域的な事前誤差評価に重要な役割を果たす定数κhを以下で定義する．
κh := max
fh∈X
h
min
vh∈V
h
0
, p˜h∈W
h,
p˜h·n=0, div p˜h+fh=0
‖∇vh − p˜h‖
‖fh‖
これらの定数C0, κhを利用して，有限要素解の大域的な事前誤差評価を得ることができる．
Theorem 1 (Prager-Syngeの定理[13]). 関数φを式(11)の厳密解とし，ベクトル値関数p˜ ∈
H(div; Ω)は以下を満たす．
div p˜+ f = 0, p˜ · n = 0 on ΓN
このとき，任意のv ∈ V0に対して，Prager-Syngeの定理[13]に現れる以下のHypercircle式が成
り立つ．
‖∇φ−∇v‖2Ω + ‖∇φ− p˜‖2Ω = ‖∇v − p˜‖2Ω (16)
Lemma 2 ([12]の定理8.2, [8]の定理3.2). 与えられたf ∈ L2(Ω)に対して，関数φ ∈ V0, φh ∈
V h0 をそれぞれ以下の変分問題の解とする．
(∇φ,∇v) = (pihf, v) ∀v ∈ V0 (17)
(∇φh,∇vh) = (pihf, vh) ∀vh ∈ V h0 (18)
このとき，φhはφの近似解であり，以下の誤差評価が得られる.
|φ− φh|H1(Ω) ≤ κh‖pihf‖Ω (19)
Remark 3. fの近似fhに対してdiv p˜h + fh = 0を厳密に満たすp˜hを構成することが，提案手
法の特徴の一つである．文献[15]は与えられるfに対して，要素の境界でfに対応するp˜を構
成している．
Theorem 2 (有限要素解の大域的な事前誤差評価[8]). 与えられたf ∈ L2(Ω)に対して，
uとuhをそれぞれ変分問題(11)と(12)の解とする．このとき，以下の誤差評価が得られる．
|φ− φh|H1(Ω) ≤ C(h)‖f‖Ω (20)
‖φ− φh‖Ω ≤ C(h)|φ− φh|H1(Ω) (21)
ここで，C(h) :=
√
κ2h + (C0h)
2である．
Remark 4. 方程式の解uがH2(Ω)に属するとき、誤差評価式(20)と(21)の中のC(h)の代わり
に、 Lagrange補間関数の誤差定数を使って値を与えることができる．例えば、計算例§5.2で
は、一様直角三角メッシュに対して、C(h)の代わりにCh = 0.493hを使うことも可能[4, 8]．
Remark 5. 定理2において，以下の事後誤差評価も得られる．
|φ− φh|H1(Ω) ≤ C0h‖f − pihf‖Ω + ‖∇φh − p˜h‖Ω
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Remark 6. 定数κhの計算法: 与えられたfh ∈ Xhに対して，変分問題(18)の解φhを対応さ
せる線形作用素Rh : X
h → V hと，変分問題(15)の解p˜hを対応させる線形作用素Th : Xh →
W hを定義し，さらにQh := ∇ ◦ Rh − Thとする．このときκhは以下のように計算されること
が分かる．
κh = max
fh∈X
h
‖Qhfh‖Ω
‖fh‖Ω
ここでXh, V h,W hは有限次元ベクトル空間なので，上の式は行列の固有値問題に帰着され
る．より詳細な説明については先行研究[8, 7]を参照する．
Remark 7. 式(1)に示した一般の混合境界値問題の場合，与えられるデータf, gD, gNから
解uまたは有限要素解uhへの対応はアフィン写像になる．
4 重み付きHypercircle式と有限要素解の局所事後誤差評価
この節では，Hypercircle式を用いた有限要素解の局所事後誤差評価を提案する．関心のある
領域SはΩの部分領域として与えられ，Sに対応する重み関数(またはCutoff関数)αが導入さ
れる．次に，重み関数αを用いて重み付きHypercircle式を導入し，前節の技巧を応用して有
限要素解の局所事後誤差評価を与える．
4.1 重み関数
関心のある領域Sに対して，Sを囲う帯状領域をBS := {x ∈ Ω\S; dist(x, ∂S) < ε}とし(Fig.2-
(a), Fig.2-(b)参照)，さらに部分領域Ω′ = S ∪BSを定義する．次に，重み関数α ∈ W 1,∞(Ω)を
定義する．重み関数αはΩ′を台(Support)とする区分的な多項式関数であり，以下の性質を持
っている．
α(x, y) =
{
1 (x, y) ∈ S
0 (x, y) ∈ (Ω′)c , 0 ≤ α(x, y) ≤ 1 ∀(x, y) ∈ Ω (22)
O
x
(a) Square domain (b) L-shpaed domain (c) Graph of α(a,b)(x)
Figure 2: Definition of weight function α
特に，Sが長方形の場合(Fig.2-(a)参照)，Sは2つの1次元開区間の直積によって表される
ため，重み関数αはそれぞれの開区間に対応する重み関数α1(x)とα2(y)の積によって構成で
きる．開区間(a, b)に対応する重み関数α(a,b)は以下のように構成できる．また，α(a,b)のグラ
フをFig.2-(c)に示す．
α(a,b)(x) =


1 + (x− a)/ε x ∈ (a− ε, a]
1 x ∈ (a, b)
1− (x− b)/ε x ∈ [b, b+ ε)
0 otherwise
(23)
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ただし，εは帯状領域BSの幅である．
次に，重み関数αによって，重み付き内積(·, ·)αと重み付きノルム‖ · ‖αを導入する．
(a) 重み付き内積(·, ·)α: f, g ∈ L2(Ω)またはf, g ∈ (L2(Ω))2に対して，
(f, g)α :=
∫
Ω′
αf · g dx. (24)
(b) 重み付きノルム‖ · ‖α : f ∈ L2(Ω)に対して，
‖f‖α :=
√
(f, f)α =
√∫
Ω′
f 2α dx (= ‖f√α‖Ω). (25)
このとき，以下の不等式が成り立つことは容易に分かる．
‖f‖S ≤ ‖f‖α ≤ ‖f‖Ω′ ≤ ‖f‖Ω (26)
4.2 重み付きHypercircle式
この節では定理1の拡張として，重み付きノルムに関するHypercircle式を与える．
Theorem 3. 関数uを式(2)の厳密解とし，ベクトル値関数p ∈ H(div; Ω)は以下を満たす．
div p+ f = 0 in Ω, p · n = gN on ΓN
このとき，任意のv ∈ Vに対して，以下の重み付きHypercircle式が成り立つ．
‖∇u−∇v‖2α + ‖∇u− p‖2α ≤ ‖∇v − p‖2α + 2‖∇α‖L∞(Ω′)‖u− v‖Ω′‖∇u− p‖Ω′ (27)
Proof. ‖∇v − p‖2α = ‖(∇v −∇u) + (∇u− p)‖2αの展開式を考える．
‖∇v − p‖2α = ‖∇v −∇u‖2α + ‖∇u− p‖2α + 2(∇v −∇u,∇u− p)α (28)
上の展開式の交差項(∇v − ∇u,∇u − p)αについて，v − uをwとおき，交差項を二つの
項(∇w,∇u)α, (∇w,p)αに分けて，それぞれの評価を与える．
まず，(∇w,∇u)αについて，αwに対して合成関数の微分公式α∇w = −w∇α+∇(αw)から
以下の式が成り立つことが分かる．
(∇w,∇u)α =
∫
Ω
α∇w · ∇u dx = −
∫
Ω
w(∇α · ∇u) dx+
∫
Ω
∇(αw) · ∇u dx
変分式(2)のテスト関数をαwにすると，(∇w,∇u)αについて以下の式が得られる．
(∇w,∇u)α = −
∫
Ω
w(∇α · ∇u) dx+
∫
Ω
f(αw) dx+
∫
ΓN
gN(αw)ds (29)
次に，(∇w,p)αについて，Greenの公式を用いて以下の式が得られる．
(∇w,p)α =
∫
Ω
∇w · (αp) dx =
∫
ΓN
gN(αw)ds−
∫
Ω
w div(αp) dx
=
∫
ΓN
gN(αw)ds−
∫
Ω
(αw) divp dx−
∫
Ω
w(∇α · p) dx
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さらに，定理の仮定div p+ f = 0を利用することで以下の評価が得られる．
(∇w,p)α = −
∫
Ω
w(∇α · p) dx+
∫
Ω
(αw)f dx+
∫
ΓN
gN(αw)ds (30)
よって，式(29), (30)の差を取ることで，交差項に関して以下の等式が成り立つ．
(∇v −∇u,∇u− p)α = −
∫
Ω
(u− v)∇α · (∇u− p) dx (31)
式 (31)の領域ΩをΩ′に入れ替えて，さらにHo¨lderの不等式を用いることで，次の評価式が得
られる．
(∇v −∇u,∇u− p)α ≤ 2‖∇α‖L∞(Ω′)‖u− v‖Ω′‖∇u− p‖Ω′
最後に，式(28)に対して上の結果を用いることで結論が得られる．
Remark 8. 定理3の式(29), (30)において，関心のある領域SとΩが境界の一部を共有する場
合でも，ΓN上の積分は交差項の評価に影響を与えないことが分かる．
4.3 有限要素解の局所事後誤差評価
有限要素解の局所事後誤差評価を検討するために，与えられたf ∈ L2(Ω)に対して以下の補
助問題を準備する．
(∇u,∇v) = (pihf, v) + (gN , v)ΓN ∀v ∈ V0 (32)
(∇uh,∇vh) = (pihf, vh) + (gN , vh)ΓN ∀vh ∈ V h0 (33)
Lemma 9. |u− u|H1(Ω)に関して以下の評価が成り立つ．
|u− u|H1(Ω) ≤ C0h‖f − pihf‖Ω (34)
Proof. ‖∇(u− u)‖Ωについて，uとuの定義から以下の等式が成り立つ．
(∇(u− u),∇v) = (f − pihf, v) = (f − pihf, v − pihv) ∀v ∈ V0
射影作用素pihに関する誤差評価式(9)から以下の評価式を得る．
(∇(u− u),∇v) ≤ ‖f − pihf‖Ω · C0h|v|H1(Ω) ∀v ∈ V0
試験関数vをu− uとすることで，以下の評価が得られる．
|u− u|H1(Ω) ≤ C0h‖f − pihf‖Ω
Lemma 10. 与えられたf ∈ L2(Ω)に対して，変分問題(2)と(6)の解)の解をそれぞれuとuhと
し，変分問題(32)と(33)の解をそれぞれu, uhとする. さらに，ph ∈ H(div; Ω)は以下の条件を
満たすベクトル値関数とする．
div ph + pihf = 0, ph · n = gN on ΓN
このとき‖∇(u− uh)‖αに関して，以下の評価式が得られる．
‖∇(u− uh)‖2α ≤ ‖∇uh − ph‖2α + 2‖∇α‖L∞(Ω′)‖u− uh‖Ω ‖∇u− ph‖Ω
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Proof. 定理3においてf = pihfとすると，以下の重み付きHypercircle式が得られる．
‖∇(u− uh)‖2α + ‖∇u− ph‖2α ≤ ‖∇uh − ph‖2α + 2‖∇α‖L∞(Ω′)‖u− uh‖Ω′ ‖∇u− ph‖Ω′
式(26)の結果により，以下の評価式が得られる．
‖∇(u− uh)‖2α ≤ ‖∇uh − ph‖2α + 2‖∇α‖L∞(Ω′)‖u− uh‖Ω ‖∇u− ph‖Ω (35)
Theorem 4 (有限要素解の局所事後誤差評価). 与えられたf ∈ L2(Ω)に対して，uとuhを，そ
れぞれ変分問題(2)と(6)の解とし， ph ∈ H(div; Ω)は以下の条件を満たすベクトル値関数と
する．
div ph + pihf = 0, ph · n = gN on ΓN
このとき，以下の誤差評価が得られる．
‖∇u−∇uh‖S ≤ C0h‖f − pihf‖Ω +
√
(Err(1))2 + (Err(2))2 + (Err(3))2 (36)
ただし，
(Err(1))2 := 2CpC0h‖∇α‖L∞(Ω′) · ‖f − pihf‖Ω · ‖∇uh − ph‖Ω,
(Err(2))2 := 2C(h)‖∇α‖L∞(Ω′) · ‖∇uh − ph‖2Ω,
(Err(3))2 := ‖∇uh − ph‖2α.
ここで，Cpは式(5)に現れるPoincare´定数である．
Proof. まず，式(26)を用いて，‖∇(u− uh)‖Sに関する以下の展開式が得られる．
‖∇(u− uh)‖S ≤ ‖∇(u− u)‖S + ‖∇(u− uh)‖S ≤ ‖∇(u− u)‖Ω + ‖∇(u− uh)‖α (37)
式(37), (34)から，以下の評価が得られる．
‖∇(u− uh)‖S ≤ C0h‖f − pihf‖Ω + ‖∇(u− uh)‖α (38)
定理3においてf = pihf, v = uhとすると，重み付きHypercircle式(27)によって，以下の評価式
が得られる．
‖∇(u− uh)‖2α ≤ ‖∇uh − ph‖2α + 2‖∇α‖L∞(Ω′)‖u− uh‖Ω ‖∇u− ph‖Ω (39)
式(38),(39)から，‖∇(u− uh)‖Sに関して以下の評価式を得る．
‖∇(u− uh)‖S ≤ C0h‖f − pihf‖Ω +
√
‖∇uh − ph‖2α + 2‖∇α‖L∞(Ω′)‖u− uh‖Ω ‖∇u− ph‖Ω (40)
次に，‖∇(u− uh)‖Sの評価式(40)にある‖u− uh‖Ω, ‖∇u− ph‖Ωを検討する．
(a) ‖∇u−ph‖Ωの評価: u ∈ Vとdiv ph+ pihf = 0, ph · n = gN on ΓNを満たすベクトル値関
数ph ∈ W hに対して，以下のHypercircle式が得られる．
‖∇u−∇vh‖2Ω + ‖∇u− ph‖2Ω = ‖∇vh − ph‖2Ω ∀vh ∈ V h
よって，以下の評価式が得られる．
‖∇u−∇uh‖Ω ≤ ‖∇uh − ph‖Ω (41)
‖∇u− ph‖Ω ≤ ‖∇uh − ph‖Ω (42)
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(b) ‖u− uh‖Ωの評価: 以下の双対問題を定義する．
Find φ ∈ V0 s.t. (∇φ,∇v) = (u− uh, v) ∀v ∈ V0
双対問題の解φに対して，φh := Phφとすると（Phは式(13)で定義したGalerkin射影であ
る），‖u− uh‖Ωに関して以下の式が得られる．ここでuhはuのGalerkin射影ではないこ
とに注意する．
‖u− uh‖2Ω = (u− uh, u− uh) = (∇φ,∇(u− uh))
= (∇φh,∇(u− uh)) + (∇(φ− φh),∇(u− uh))
≤ (∇φh,∇(u− uh)) + ‖∇(φ− φh)‖Ω · ‖∇(u− uh)‖Ω
さらに式(41)を用いて，以下の展開式が得られる．
‖u− uh‖2Ω ≤ (∇φh,∇(u− uh)) + ‖∇(φ− φh)‖Ω · ‖∇uh − ph‖Ω
以降では展開式の(∇φh,∇(u−uh))と‖∇(φ−φh)‖Ωについて，それぞれの評価を与える．
まず，展開式の(∇φh,∇(u−uh))について，射影作用素pihに関する誤差評価式(9)から以
下の評価式を得る．
(∇φh,∇(u− uh)) = (φh, pihf − f) = (φh − pihφh, pihf − f)
≤ C0h‖∇φh‖Ω‖f − pihf‖Ω
≤ CpC0h‖u− uh‖Ω‖f − pihf‖Ω
上の不等式の最後に，Galerkin射影作用素に関する安定性の評価式(14)を用いた．次
に，展開式の‖∇(φ− φh)‖Ωついて，定理2の事前誤差評価式(20)から以下の評価式を得
る．
‖∇(φ− φh)‖Ω ≤ C(h)‖u− uh‖Ω
よって，‖u− uh‖Ωに関して以下の評価式が得られる．
‖u− uh‖Ω ≤ CpC0h‖f − pihf‖Ω + C(h)‖∇uh − ph‖Ω (43)
目標としている式(40)の根号の中の評価は式(39)に対して，評価式(42), (43)を用いることで
得られる．
‖∇uh − ph‖2α + 2‖∇α‖L∞(Ω′)‖u− uh‖Ω ‖∇u− ph‖Ω
≤ 2‖∇α‖L∞(Ω′) (CpC0h‖f − pihf‖Ω + C(h)‖∇uh − ph‖Ω) ‖∇uh − ph‖Ω + ‖∇uh − ph‖2α
= (Err(1))2 + (Err(2))2 + (Err(3))2
以上により定理の結論を得る．
Remark 11. 定理4の中に現れるErr(1), Err(2)およびErr(3)について，Err(1), Err(2)は有限要
素解の大域的な誤差に関わる項で，Err(3)は有限要素解の局所的な誤差に関わる主要項であ
る． Err(1), Err(2)のオーダーはO(h1.5)，Err(3)のオーダーはO(h1)となることが期待される．
特に，メッシュサイズhが十分小さいとき主要項Err(3)が支配的になることが期待される．
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5 数値実験
5.1 準備
5.2, 5.3節では，2次元領域で定義された，以下の斉次Dirichlet問題に対して数値実験を行
う． { −∆u = 2pi sin(pix) sin(piy) in Ω
u = 0 on ∂Ω
(44)
5.4節では，抵抗率測定の問題に応じて，3次元領域で定義された混合境界値問題について検
討する．
5.2, 5.3節では，最初に帯状領域BSの幅を決定する．BSの幅を大きく取ると，誤差評価
式(36)に現れる主要項Err(3)が大きなる一方で，BSの幅を小さく取ると，領域全体の誤差
評価に関わる項Err(1), Err(2)に含まれる‖∇α‖L∞(Ω)が大きくなる．そこで，BSの幅を0.2 ∼
0.375まで0.05ずつ取って，BSの幅の影響を調べる．次に，適切なBSの幅を取って，メッシ
ュサイズhと誤差評価式(36)の関係を調べる．
5節を通して，誤差評価式(36)に現れる記号Err(1), Err(2), Err(3)を引き続き使用し，誤差
評価式(36)を計算することで得られた値をELで表す．すなわち，
EL := C0h‖f − pihf‖Ω +
√
(Err(1))2 + (Err(2))2 + (Err(1))2.
さらに以下の記号を導入する．
EL := ‖∇u−∇uh‖S, EG := ‖∇uh − ph‖Ω + C0h‖f − pihf‖Ω
5.2 正方形領域
正方形領域の場合，問題(44)の厳密解u = sin(pix) sin(piy)を利用してELとELの比較を行うこ
とができる．数値実験の条件を以下に示す．
(a) 領域Ω := (0, 1)2，部分領域S := (0.375, 0.625)2．
(b) 一様メッシュのサイズh :=
1
8
,
1
16
,
1
32
,
1
64
,
1
128
．
帯状領域BSの幅の選択 　メッシュサイズh = 1/64, 1/128の場合に帯状領域BSの幅とELの関
係をFig.3-(a),(b)に示す．この図から最適なBSの幅は約0.3であり，この付近での幅の1%の
変化に対して，ELの変化が約1%となっていることが分かる．したがって，最適なBSの幅の
周りでは幅の変化が与える誤差評価への影響は小さいと考えられる．
メッシュサイズhとELの関係をTable 2, Fig.4-(a),(b)に示す．ここで，BSの幅を0.3とし
た．
Table 2, Fig.4-(a),(b)から，ELはELの上界を与えていることがわかり， h ≤ 1/32のとき
に誤差評価式(36)の主要項Err(3)が支配的である事も分かる．したがって，注意11で述べた
ことが数値実験よって確認できた．
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Figure 3: The relation between band width of BS and error estimation.
Table 1: The relation between mesh size h and error estimation
h κh C(h) EL Err
(1) Err(2) Err(3) EL EG
1/8 0.057 0.070 0.488 0.195 0.337 0.198 0.131 0.546
1/16 0.030 0.036 0.182 0.069 0.123 0.092 0.063 0.264
1/32 0.015 0.018 0.070 0.025 0.044 0.044 0.031 0.129
1/64 0.008 0.009 0.029 0.009 0.016 0.022 0.015 0.064
1/128 0.004 0.005 0.013 0.003 0.006 0.011 0.008 0.032
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(a) Comparison of error estimations (b) Components of local error estimation
Figure 4: Numerical results
5.3 L字型領域
L字型領域上の問題(44)の解uは，L字型領域の非凸な角点での特異性によってu /∈ H2(Ω)と
なることが知られている．提案する誤差評価式(36)は，解の特異性にも自然に対応できるほ
か，SとΩが境界の一部を共有する場合でも誤差評価が可能である．この例では，以下の条
件で数値実験を行う．
(a) 領域Ω: (0, 1)2 \ [0.5, 1]2，部分領域S := (0.375, 0.625)2 \ [0.5, 1]2．
(b) 一様メッシュのサイズh :=
1
8
,
1
16
,
1
32
,
1
64
,
1
128
．
帯状領域BSの幅の選択 　メッシュサイズh = 1/64, 1/128の場合に帯状領域BSの幅とELの
関係をFig.5-(a),(b)に示す．この例の領域の設定によって，BSの幅は最大0.375まで取れるの
で，以降の誤差評価の検討ではBSの幅を0.375とする．
メッシュサイズhとELの関係をTabel 2, Fig.6-(a),(b)に示す．
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Figure 5: The relation between band width of BS and error estimation
Table 2: The relation between mesh size h and error estimation
h κh C(h) EL Err
(1) Err(2) Err(3) EG
1/8 0.073 0.083 1.411 0.494 1.084 0.330 1.800
1/16 0.046 0.050 0.542 0.177 0.425 0.188 0.869
1/32 0.028 0.029 0.208 0.063 0.165 0.088 0.427
1/64 0.017 0.018 0.083 0.022 0.064 0.043 0.211
1/128 0.011 0.011 0.034 0.008 0.025 0.021 0.105
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Figure 6: Numerical results
5.4 抵抗率測定法への応用
提案する誤差評価手法の応用例として，前述の四探針法への応用を紹介する．
まず，抵抗率測定法を支配する数理モデルを準備する．測定試料の占めるR3の領域
をΩで表し，抵抗率測定に用いられる4本の探針A, B, C, Dの位置を，それぞれPA, PB, PC ,
PDで表す．さらに，探針AおよびDの接触部分を，それぞれΓA, ΓD (⊂ ∂Ω)と表す．このと
き，試料内部の電位uを支配する数理モデルの一つとして，以下の偏微分方程式の境界値問
題が考えられる．
−∆u = 0 in Ω, ∂u
∂n
= 0 on ∂Ω \ (ΓA ∪ ΓD), ∂u
∂n
= − 1|ΓA| on ΓA,
∂u
∂n
=
1
|ΓD| on ΓD (45)
ここで，|ΓA|, |ΓD|は，それぞれ探針A,Dの接触面積を表す．このとき、式(4)で定義される
関数空間V0を使用する．抵抗率測定法の問題(45)で関心が持たれるのは，探針BおよびCに
13
おける電位である．また、有限要素法の計算では、２次元要素ではなく、四面体の分割にお
ける３次元有限要素を使用する．
数値実験のためにΩ, PA, PB, PC , PD, ΓA, ΓDおよび部分領域Sについて，以下で設定す
る(Fig.7-(a)参照).
(a) 領域Ω: (0, 8)× (0, 5)× (0, 0.2) (直方体領域)
(b) 探針位置:
PA = (3.25, 2.5, 0.2), PB = (3.75, 2.5, 0.2), PC = (4.25, 2.5, 0.2), PD = (4.75, 2.5, 0.2)
(c) 接触部分ΓA, ΓD: ΓA = B(PA; 0.02), ΓD = B(PD; 0.02)
(d) 関心のある部分領域S: (3.5, 4.5)× (2.25, 2.75)× (0.0, 0.2)
ただし，B(P ; r)は試料の表面における中心P，半径rの円である．
次に，問題(45)の局所事後誤差評価について検討する．問題(45)では，境界条件が区分的
な定数関数によって与えられるので，定理4の仮定を満足する．さらに，f = 0であるため当
該誤差評価式(36)は，以下に示す簡便な式となる．
EL ≤
√
||∇uh − ph||2α + 2C(h)||∇α||L∞(Ω′) · ||∇uh − ph||2Ω
この例では帯状領域BSの幅を0.2とし，有限要素空間として2次の適合有限要素空間およ
び1次Raviart-Thomas有限要素空間が用いられる. さらにXhを区分的な1次多項式の関数空間
とする．この場合，射影作用素pihの誤差評価式9については，より良い定数が利用できるが，
この例では引き続きC0を利用する．局所事後誤差評価の条件Table.3に，計算に用いたメッ
シュをFig.7-(b)に，計算結果をTable.4に示す．
Table 3: The condition of local error estimation
Size of AM Size of AC κh C0h C(h)
1794250 234571 0.044 0.053 0.069
Table 4: Local error estimation
EL Err
(2) Err(3) EG
0.284 0.080 0.012 0.341
ただしAM , ACは，それぞれ混合有限要素法，適合有限要素法の全体剛性行列である．　
6 結論
本論文では有限要素解の定量的な局所事後誤差評価について検討した．正方形領域とL字型
領域の上で定義されたPoisson方程式の境界値問題に対して数値実験を行い，提案手法の有
効性について確認できた．さらに，抵抗率測定法に関する数値例を示した．抵抗率測定法に
使用する|u(PB)− u(PC)|の誤差評価については，今後の研究で検討する予定である．
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(a) Problem settings of resistivity measurement (b) Tetrahedralization of Ω
Figure 7: Problem settings of resistivity measurement
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